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Luku 1
Johdanto
Tämän työn tarkoituksena on kertoa Pohjoisen sähkömarkkinan rakenteesta ja johdan-
naisten hinnoittelusta kyseisellä sähkömarkkinalla teorian näkökulmasta. Tämän työn
pohjatietoina ovat Helsingin yliopiston finanssi- ja vakuutusmatematiikan syventävistä
kursseista erityisesti Dario Gasbarran todennäköisyys- ja rahoitusteorian kurssit[11, 12].
Johdannaisista keskitytään sähköoptioiden hinnoitteluun, joiden alla olevana arvopa-
perina tällä markkinalla ovat sähköjohdannaisista futuurit. Pohjoinen markkina-alue toi-
mii usein esimerkkinä sähkömarkkinasta, joka on sääntelystä vapaa ja siitä syystä vastaa
hyvin useita muita hyödykemarkkinoita, joissa hinnat määräytyvät kysynnän ja tarjon-
nan mukaan. Pohjoista sähkömarkkinaa pidetään yleisesti toimivana ja integroituneena.
Fyysinen sähkö eroaa muista hyödykkeistä erityisesti puuttuvan varastointimahdol-
lisuuden vuoksi. Tällä on vaikutusta sähkön hinnan suureen vaihteluun, jolloin sähkö-
johdannaisten hinnoittelussa turvaudutaan myös keskimääräisiin hintoihin. Merkittävin
yksittäinen tekijä kysynnän kasvuun on ulkoilman lämpötila.
1.1 Tausta ja motivaatio
Sähkö on nyky-yhteiskunnassa välttämätön hyödyke. Sähköön liittyvä infrastruktuuri ja
sähkömarkkinat muodostavat monimutkaisen systeemin, jota tarvitaan sähkön tarjoami-
seksi loppukäyttäjille. Sähkömarkkinat ovat systeemistä se kriittinen osa, jossa suurin osa
päivittäisestä sähköstä ostetaan ja myydään.
Pohjoismaat vapauttivat omat kansalliset sähkömarkkinansa sääntelystä 1990-luvun
alkupuolella. Sääntelystä vapautuminen tarkoitti valtiojohtoisuuden häviämistä sähkö-
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markkinoilta ja vapaan kilpailun muodostumista. Yhteinen Pohjoismainen sähkömarkki-
na, Nord Pool, integroitui lopullisesti vuonna 2000, kun Tanska liittyi siihen. Vuosina
2010-2013 Viro, Latvia ja Liettua liittyivät osaksi Nord Poolia vapautettuaan kansalliset
sähkömarkkinansa ensin sääntelystä.[18]
Nykyään Nord Pool toimii markkinapaikkana Pohjoismaiden ja Baltian lisäksi Iso Bri-
tanniassa ja Saksassa. Nord Poolia pidetään usein esimerkkinä, miten sääntelystä vapaa,
toimiva ja integroitu sähkömarkkina voidaan muodostaa [1]. Toisaalta haasteitakin yhte-
näisyydessä on ja kuluttajan näkökulmasta selvimmin se näkyy sähkön alueellisissa hin-
taeroissa Nord Poolin sisällä. Siirtokapasiteetin rajoittuneisuus eri maiden välillä ja myös
Nord Pooliin kuuluvien maiden sisällä muodostavat eron niin kutsuttujen sähkön aluehin-
tojen ja systeemihinnan välille. Loppukäyttäjän eli ostajan sijainti määrittää ostohinnan.
Pohjoinen sähkömarkkina saa kritiikkiä taloustieteen näkökulmasta, koska voidaan aja-
tella, että markkinat eivät ole yhtenäiset, jos hyödykkeelle ei löydy yhtä hintaa [4]. Erot
aluehinnoissa verrattuna systeemihintaan eivät näy optioiden hinnoittelun ja hintariskiltä
suojautumisen teoriassa, jota tässä työssä pääasiassa käsitellään mukaillen muun muassa
Iivo Vehviläisen Pohjoista sähkömarkkinaa käsittelevän väitöskirjan artikkeleita [22, 23].
Hintaero on kuitenkin seurausta Pohjoisen sähkömarkkinan osittaisesta epäyhtenäisyydes-
tä hinnan muodostuksessa ja hintaero näkyy erityisesti Suomen sisämarkkinalla. Edellä
mainituista syistä johtuen aluehinta-systeemihinta-ilmiötä käsitellään lyhyesti myös tässä
työssä.
1.2 Tavoitteet ja työn rajaus
Tässä työssä käydään läpi sähkömarkkinalla eniten käytössä olevat rahoitusinstrumentit
eli termiinit ja optiot ja niiden erityispiirteet. Lisäksi esitellään karkeasti Nord Poolin
rakennetta. Työssä tullaan käsittelemään johdannaisten ja pääasiassa optioiden hinnoit-
telua Pohjoisella sähkömarkkinalla erityisesti teorian näkökulmasta. Työssä rajoitutaan
hinnoitteluun, johon on löydettävissä analyyttinen kaava. Numeerisia menetelmiä vaativa
hinnoittelu on rajattu tämän työn ulkopuolelle. Optioiden hinnoittelussa Black - Scholes’n
kaava on oleellinen myös Pohjoisella sähkömarkkinalla, kuten usein muidenkin optioiden
analyyttisessa hinnoittelussa. Tässä työssä oletetaan yleisimmät todennäköisyyslasken-
nan ja -teorian peruskäsitteet tunnetuiksi. Esimerkiksi David Williamsin [26] ja Patrick
Billingsleyn [5] teoksista voi halutessaan tarkistaa ja palauttaa mieleen todennäköisyys-
teorian määritelmiä. Lisäksi yleisesti on saatavilla Dario Gasbarran laatimat luentomuis-
tiinpanot [11, 12] Helsingin yliopistossa luennoitaviin todennäköisyysteorian ja rahoitus-
teorian kursseihin, jotka ovat olleet tukemassa myös tätä työtä.
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Tämä työ pyrkii vastaamaan seuraaviin kysymyksiin:
Mitkä ovat Nord Poolissa yleisimmin käytössä olevat rahotusinstrumentit ja mitkä ovat
niiden ominaispiirteet?
Miten optioita teoriassa hinnoitellaan, kun alla olevana arvopaperina on sähköfutuuri?
1.3 Rakenne
Tämä työ koostuu neljästä luvusta. Ensimmäinen luku on johdanto, joka kerrotaan ai-
heen taustasta, motivaatiosta, työn tavoitteesta ja aiheen rajauksesta. Toisessa luvussa
esitellään Pohjoisen sähkömarkkinan eli Nord Poolin rakenne ja markkinan jakautuminen
fyysiseen markkinaan ja finanssimarkkinaan. Samalla kerrotaan avoimen kilpailun, hin-
nan asettamisen ja niin kutsutun "yhden hinnan lain"toteutumisesta Nord Poolin alueella.
Luvussa esitellään sähköfinanssimarkkinalla käytössä olevat tuotteet ja käydään läpi fi-
nanssituotteiden ominaispiirteitä. Optiot tullaan jakamaan eurooppalaiseen, aasialaiseen
ja swing-optioon, mutta myöhemmin keskitytään ennen kaikkea eurooppalaisen option
hinnoitteluun. Kolmannessa luvussa esitellään tämän työn pohjana oleva teoreettinen vii-
tekehys. Kyseessä olevassa luvussa käydään läpi Brownin liike ja sen ominaisuuksista
martingaali- ja Markov-ominaisuus. Lisäksi esitellään Lévy-prosessi, Lévyn-Khintchinen-
kaava Lévy-prosessille, Itôn kaava ja mitan vaihdossa mahdollisesti käytettävät Essche-
rin ja Girsanovin muunnos. Kolmannen luvun päättää kuvaus teoreettisesta markkina-
asetelmasta Pohjoisella sähkömarkkinalla. Neljännessä luvussa esitellään tarkemmin Poh-
joisella sähkömarkkinalla hinnoittelussa käytössä olevia matemaattisia työkaluja. Käydään
läpi spot-hinnan ja futuuri-sopimusten hinnan dynamiikka ja instrumenttien hinnoittelu.
Luvussa perehdytään tarkemmin eurooppalaisten optioiden hinnoitteluun ja tullaan esit-
tämään Mertonin-Blackin-Scholesin-malli, Black76-malli ja osto-optio forwardille. Lisäksi
tullaan esittämään teoreettisen lähestymistavan keskellä pelkistetty käytännön esimerkki
optioden hinnoittelusta sähkömarkkinalla.
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Luku 2
Pohjoinen sähkömarkkina
2.1 Markkinan rakenne
Yhteinen pohjoismainen sähkömarkkina sai alkunsa Norjasta, kun Nord Pool alkujaan pe-
rustettiin 1993 kattamaan koko Norja, jonka sisämarkkina jakautui pienempiin markkina-
alueisiin. Tammikuussa vuonna 1996 Nord Pooliin liittyi Ruotsi ja kesäkuussa vuonna
1998 perässä seurasi Suomi. Tanskasta Jutland ja Funen liittyivät Nord Pooliin heinä-
kuussa 1999. 2000-luvulla Nord Pool on täydentynyt Baltian mailla ja pohjoismaalaiset
ja baltialaiset siirto-operaattorit omistavat Nord Poolin. Käytännössä sähkön "fyysinen
markkina"(ELSPOT) tarjotaan Nord Poolin toimesta. [15] Nord Poolissa on fyysisen säh-
kön lisäksi tarjolla finanssituotteita, joilla tehdään myynti- ja ostosopimuksia.
2.1.1 Fyysinen markkina
Fyysisellä sähkömarkkinalla kohde-etuutena on aina sähkö toisin sanoen sopimukset fyy-
sisellä sähkömarkkinalla liittyvät sähkön toimitukseen. Fyysisen sähkömarkkinan ylläpi-
täjä on Nord Pool Spot AS ja fyysinen sähkömarkkina jakautuu ELBAS- ja ELSPOT-
markkinaan.
ELSPOT-markkinalla voidaan ajatella sähkön spot-hinnan määräytyvän parhaan nä-
kemyksen mukaan, koska käytännössä hinta määräytyy kaikkien markkinaosapuolten nä-
kemyksestä. Kaikki toimijat toimittavat myynti- tai ostotarjouksensa edellisenä päivänä
tietämättä toistensa tarjouksista ja näiden tehtyjen tarjousten perusteella systeemihin-
ta määräytyy. Systeemihinta määrätään vuorokauden jokaiselle tunnille ja tällä tavoin
määrättyä systeemihintaa käytetään referenssihintana finanssimarkkinalla. Vuorokauden
systeemihinta muodostuu 24 tunnin systeemihintojen keskiarvosta. Jos jätettäisiin huo-
mioimatta siirtokapasiteetin rajoitukset voitaisiin ajatella, että yhden hinnan laki, jossa
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kaikki ostavat sähkönsä systeemihinnalla, toteutuu Nord Pool Spotissa. Yhden hinnan
lailla tarkoitetaan, että riippumatta sijainnista, kaikkien tulee voida ostaa hyödyke sa-
malla hinnalla. [6] Systeemihinta määrätään tarjonta- ja kysyntäkäyrien leikkauspisteen
perusteella. Kuitenkin kysynnän kasvaessa esimerkiksi sään kylmetessä ei yhden hinnan
laki enää välttämättä toteudu siirtokapasiteetin aiheuttaessa rajoitteita sähkönsiirrolle ja
tällöin joudutaan määräämään alueelliset hinnat. Tämä johtaa siihen, että ylikysynnän
alueella systeemihintaa ei käytetä, vaan markkinahintana käytetään tällöin korkeampaa
aluehintaa. ELBAS-markkina eroaa ELSPOT-markkinasta siinä, että se toimii jälleen-
myyntimarkkinana ja siellä sähkö voidaan myydä useaan kertaan. Nord Pool Spot AS:n
omistaa Svenska Kraftnät, Statnett SF, Fingrid Oyj ja Energinet.dk.
2.1.2 Finanssimarkkina
Sähkön johdannaissopimuskauppa käydään finanssimarkkinalla. Johdannaissopimusten avul-
la markkinatoimijat haluavat suojautua sähkön spot-hinnan vaihteluita vastaan. NAS-
DAQ OMX Commodities ylläpitää johdannaismarkkinoita. Toisin sanoen sähköön liitty-
vät johdannaistuotteet on noteerattu NASDAQ OMX Commodities-pörssissä. Kauppaa
käydään futuureilla, optioilla ja aluehintatuotteilla, jotka perustuvat aluehinnan ja sys-
teemihinnan eroon.
Nord Poolin toiminta-alueella sähkön hintaan liittyvää kauppaa käydään myös niin
kutsutuilla OTC-markkinoilla. OTC tulee sanoista "over the counter"ja OTC-markkinoilla
käydään kauppaa pörssin ulkopuolella. OTC-markkinoilla kaupankäyntiin liittyy enem-
män riskejä, koska toisin kuin pörssissä, OTC-markkinoilla esimerkiksi vastapuoliriskiä ei
ole eliminoitu.
Sähkökauppaan liittyy riskejä, joita vastaan muun muassa finanssituotteilla halutaan
suojautua. Sähkökauppaan liittyviä riskejä ovat a) hintariski, johon liitetään hintojen suu-
ri vaihtelu ja päästöoikeuksien hinta b) kysyntäriski eli asiakkaiden sähkön käytön vaih-
telu, mihin vaikuttaa eniten säätila c) luottoriski eli vastapuolen vakavaraisuus ja luot-
tokelpoisuus d) valuuttariski, jolloin pohjoisilla sähkömarkkinoilla puhutaan esimerkiksi
eurojen ja kruunujen välisestä kurssista e) aluehintariski, johon vaikuttaa siirtoverkon pul-
lonkaulat, jolloin kysynnän kasvaessa joudutaan systeemihinnasta siirtymään aluehintaan
ja d) operatiiviset riskit, joita hallitaan sähkön hankinnan ja myynnin suunnittelulla ja
toteutuksella. Tässä työssä keskitytään finanssituotteisiin, joilla hallitaan hintariskiä.
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2.2 Finanssituotteet sähkömarkkinalla
Tässä osassa käydään läpi sähkömarkkinoiden finanssituotteet pääpiirteittäin. Finanssi-
tuotteissa tullaan keskitytään perusinstrumentteihin, joita on noteerattu NASDAQ OMX
Commodities-markkinapaikalla. NASDAQ OMX Commoditiesin tarjoamia johdannaisso-
pimuksia ovat futuurit, optiot ja hintaerosopimukset, jotka nykyään tunnetaan nimel-
lä EPAD. Futuurit ovat optioiden alla olevina kohde-etuuksina Nord Poolissa ja tästä
syystä niiden perusrakenne ja dynamiikka on tärkeää käydä läpi, vaikka työssä tullaan-
kin keskittymään optioiden hinnoitteluun. Tässä työssä Vehviläisen tapaan [22] ei tehdä
matemaattista eroa forwardien ja futuurien välille. Teoriaosassa jäljempänä tullaan pu-
humaan forwardeista Vehviläisen tapaan. Tässä työssä kuitenkin kuvataan forwardien ja
futuurien välillä oleva käytännön ero. Instrumentteihin liittyvät kuvaukset ovat osittain
lainattu Energiateollisuuden internetsivuilta [10], koska kirjoittajan mielestä ne olivat si-
vuilla kuvaavasti muotoiltu.
2.3 Sähköjohdannainen
Sähköjohdannainen on "sopimus, jolla sovitaan hinta tietylle sähkömäärälle (tuotteelle),
(sähkö-)johdannaissopimus tietylle ajalle tulevaisuudessa. Sopimushintaa verrataa sovit-
tuun vertailuhintaan (referenssihintaan), joka sähkömarkkinoilla on yleensä Nord Poolin
Elspot- markkinoiden systeemihinta tai aluehinta. Mikäli vertailuhinta on sopimushin-
taa alhaisempi, ostaja maksaa myyjälle sopimushinnan ja vertailuhinnan välisen eron, ja
vastaavasti jos vertailuhinta on sopimushintaa korkeampi, myyjä maksaa ostajalle ver-
tailuhinnan ja sopimushinnan välisen eron. Johdannaissopimukseen ei välttämättä liity
fyysistä sähkön toimitusta."
2.4 Spot-hinta ja forwardit
Tässä työssä ei tehdä eroa matemaattisessa mielessä forwardeille ja futuureille, mutta nii-
den erot käytännössä tuodaan tässä ja seuraavassa osiossa esille.
Forwardit ovat sitoumuksia eli termiinejä, jotka velvoittavat sekä ostajaa että myy-
jää. Toisin kuin optioissa, ostaja sitoutuu ostamaan ja myyjä myymään sopimuksen
kohde-etuuden sovittuna ajankohtana. NASDAQ OMX Commodities-pörssissä noteera-
tut forwardit ovat kuukausi-, vuosikvartaali- ja vuosisopimuksia. Pisimmät sopimukset
ulottuvat kymmenen vuoden päähän.
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2.5 Futuurit
Futuuri samoin, kuin forward, on sopimus tulevaisuudessa tehtävästä kaupasta. Ener-
giateollisuus [10] toteaa futuureista seuraavaa: "Futuurien nettoarvon tilitys alkaa sopi-
muksen tekemisen jälkeen ja jatkuu päivittäin sopimuksen toteutusajan loppuun. Toimi-
tusaikana sopimukset netotaan päivittäin systeemihintaa vastaan toimitusviikko kerral-
laan. NASDAQ OMX Commodities noteeraa futuurisopimuksina päivä- ja viikkosopimuk-
sia"NASDAQ OMX Commodies-pörssissä noteerattuja futuureja ovat DS futuurit, kes-
kiarvofutuurit ja kuukausi DS futuurit. Pörssissä noteerattuihin futuureihin voi tutustua
halutessaan tarkemmin NASDAQ:n laatimissa tiedotteissa [16].
2.6 Aluehintatuotteet
EPAD eli Electricity Price Area Difference on johdannainen, jota aiemmin kutsuttiin
CfD-sopimukseksi. CfD tulee sanoista Contract for Diffenrence. EPAD-johdannaisen re-
ferenssihinta on systeemihinnan ja tietyn aluehinnan välinen erotus. EPAD-sopimuksilla
suojaudutaan aiemmassa kappaleessa mainittua aluehintariskiä vastaan.
2.7 Optiot
Tässä osiossa käydään läpi optiolajeista eurooppalainen, aasialainen ja swing-optio. Ter-
mistön intuitiivinen tarkastelu helpottaa kirjoittajan mielestä hinnoitteluun liittyvän ma-
tematiikan ymmärtämistä. Eri optiotyypeistä kertovissa osioissa on tuotu esille niihin
liittyvät hinnoittelukaavat. Niiden taustaan ei tässä osiossa kuitenkaan paneuduta, vaan
enemmän tietoa eurooppalaisten optioiden hinnoittelun taustasta löytyy myöhemmin teks-
tistä käsiteltäessä Mertonin-Blackin-Scholesin hinnoittelumallia 4.13. Määritelmät ter-
meille on otettu Cvitanicin ja Zapateron teoksesta [8] sekä Cuthbertsonin ja Nitzschen
teoksesta [7].
Yleisesti optiosopimus oikeuttaa kohde-etuuden myymiseen tai ostamiseen sovittuna
ajankohtana, mutta erotuksena esimerkiksi futuureihin, optiosopimus ei velvoita option
haltijaa. Optiosopimus velvoittaa sopimuksen myyjää. NASDAQ OMX Commoditiesin
optiot ovat eurooppalaisia sähköoptioita, joissa kohde-etuutena ovat aiemmin mainitut
futuurit/DS futuurit.
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2.7.1 Eurooppalainen optio
Eurooppalaiset optioksi kutsutaan sopimusta, jossa option haltija voi myydä tai ostaa so-
pimuksen kohde-etuuden vain sopimukseen ennalta määritettynä päivänä. Eurooppalai-
nen optio siis eroaa niin kutsutusta amerikkalaisesta optiossa, jossa oikeus kohde-etuuden
myynnistä tai ostosta sovitaan johonkin päivään saakka sopimuksen tekohetkestä lähtien.
Päivää, jolloin optio on mahdollista toteuttaa, kutsutaan maturiteetiksi (eng. maturity)
tai erääntymispäiväksi. Ennalta määritettyä hintaa, jolla optio voidaan toteuttaa maturi-
teettina, kutsutaan lunastushinnaksi (eng. strike price) tai toteutushinnaksi (eng. exercise
price).
Jos oletetaan, että S(t) kuvaa kohde-etuuden, esimerkiksi futuurin, hintaa hetkellä
t ja K on ennalta määritetty lunastushinta, niin tällöin eurooppalaisesta osto-optiosta
saatava tuotto maturiteettina T voidaan muotoilla
(2.1) max[0, S(T )−K] = [S(T )−K]+.
Toisin sanoen, jos kohde-etuuden hinta maturiteettina T on suurempi kuin ennalta
sovittu lunastushinta K, niin option haltijan voitto on suurempi kuin nolla ja jos taas
sovittu lunastushinta on korkeampi kuin kohde-etuuden hinta hetkellä T , niin voittoa ei
tule. Option omistusoikeudesta tulee maksaa preemio option myyjälle.
Johdannaissopimusten yhteydessä puhutaan lyhyestä positiosta ja pitkästä positiosta.
Sopimusosapuolen, joka hyväksyy velvoitteen ostaa, sanotaan olevan pitkässä positiossa ja
toisaalta osapuolen, joka hyväksyy velvoitteen myydä, sanotaan olevan lyhyessä positiossa.
Eurooppalaisten optioiden hinnoitteluun tullaan paneutumaan tarkemmin kappaleessa 4,
"Matemaattiset työkalut sähkömarkkinoilla".
2.7.2 Aasialainen optio
Aasialainen optio kuuluu niin kutsuttuihin eksoottisiin optioihin ja sen toteutushinta mää-
räytyy erikseen sovitun ajan noteerausten keskiarvosta. Seuraavat määritelmät tuotolle
ja hinnalle seuraa Vehviläisen artikkelia [22]. Referenssihinta aasialaiselle optiolla on arit-
meettinen keskiarvo spot-hinnoista xave0 (T, ω) jollain ajanjaksolla T := [t1, t2]. Aasialaisen
osto-option tuotto lunastushinnalla K, maturiteettina ajanhetkellä t2 voidaan lausua
(2.2) Ao(t, ω;T,K) := (t2 − t1) max[xave0 (T, ω)−K, 0].
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Tuotto aasialaiselle myyntioptiolle on vastaavasti
(2.3) Am(t, ω;T,K) := (t2 − t1) max[K − xave0 (T ), 0].
Hinta aasialaiselle osto-optiolle ao(t;T,K) ajanjaksona T ja lunastushinnalla K mää-
ritellään
(2.4) ao(t;T,K) := (t2 − t1)E[e−r(t2−t) max[xave0 (T )−K, 0]],
missä odotusarvo mielletään markkinoiden odotukseksi arvon kehittymisestä. Vastaavasti
myyntioption hinta voidaan määritellä
(2.5) am(t;T,K) := (t2 − t1)E[e−r(t2−t) max[K − xave0 (T ), 0]].
2.7.3 Swing-optio
Vehviläisen [22] mukaan swing-optiot olivat laajalti käytössä aiemmin säännellyllä pohjois-
maisella sähkömarkkinalla vastaamaan haasteisiin, jotka muodostuivat kyvyttömyydestä
varastoida sähköä. Molemmissa, sähkön kysynnässä sekä tuotantannossa, esiintyi vaihte-
levuutta, mutta tällä vaihtelevuudella oli tapana lieventyä ajan kuluessa.
Swing-optio sähkömarkkinoilla antaa omistajalleen oikeuden käyttää energiaa tiettyyn
rajaan asti ennalta sovittuun hintaan kiinnitetyllä ajanjaksolla. Se saattaa myös sisältää
velvoitteen käyttää vähintään tietty määrää energiaa ennalta sovittuun hintaan saman
ajanjakson kuluessa. Merkitään ajanhetkellä t käytössä olevan kokonaisenergian ylärajaa
u(t). Joukko U kuvastaa swing-option omistajan mahdollisia strategioita. U pitää sisällään
kaikki u(t) ∈ Ft, jotka toteuttavat seuraavat ehdot
(2.6) Emin ≤
∫ t2
t1
u(t)dt ≤ Emax
ja
(2.7) umin(t) ≤ u(t) ≤ umax(t), ∀t ∈ [t1, t2].
Swing-option tuotto lunastushinnalla K on
(2.8) M(ω;T,K, u∗) :=
∫ t2
t1
u∗(t)[x0(t, ω)−K]dt,
kun käytetään strategiaa u∗ ∈ U.
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Luku 3
Teoreettinen viitekehys
Matematiikan näkökulmasta finanssimarkkinat voidaan jakaa seuraavasti mukaillen Cvi-
tavicia & Zapateroa [8, s. 188-189]. Jos on löydettävissä riskineutraali todennäköisyys-
mitta, niin markkinat ovat arbitraasivapaat ja tämä pätee myös toiseen suuntaan. Toisin
sanoen, jos markkinat ovat arbitraasivapaat, niin silloin on olemassa vähintään yksi riski-
neutraali mitta ja arbitraasin olemassa olo johtaa siihen, että riskineutraalia mittaa ei ole.
Arbitraasivapaat markkinat voivat olla täydelliset (eng. complete) tai epätäydelliset
(eng. incomplete). Jos markkinat ovat täydelliset, niin silloin on olemassa täsmälleen yksi
riskineutraali mitta ja yksi hinta. Tämä on voimassa myös toiseen suuntaan. Epätäydel-
lisillä markkinoilla on olemassa monta riskineutraalia mittaa ja monta mahdollisuutta
arbitraasivapaalle hinnalle.
Täydellisillä markkinoilla hinnoittelussa on mahdollista käyttää odotusarvoja lasket-
tuna riskineutraalin todennäköisyysmitan suhteen. Riskineutraalista todennäköisyysmi-
tasta käytetään myös nimitystä ekvivalentti martingaalimitta. Täydellisillä markkinoil-
la voidaan hinnoittelussa käyttää myös osittaisdifferentiaaliyhtälöitä (PDE). Seuraavaksi
paneudutaan edellä esiintyneisiin sijoitustoiminnan matematiikan käsitteisiin ja tuodaan
esille määritelmiä. Todennäköisyyslaskennan perusteet oletetaan kuitenkin tunnetuiksi.
Määritelmä 3.1. Todennäköisyysavaruus on kolmikko (Ω,F ,P), missä Ω on otosava-
ruus, F on σ-algebra joukossa Ω ja P : F → [0, 1] on todennäköisyysmitta.
Määritelmä 3.2. Arbitraasiksi kutsutaan tilannetta, jossa V (0) = 0 ja portfolio voidaan
valita siten, että
(3.3) P(V (1) ≥ 0) = 1, P(V (1) > 0) > 0.
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Tässä V (t) on varallisuus hetkellä t ∈ N. Markkinat ovat arbitraasivapaat, jollei niillä ole
arbitraasimahdollisuutta.
Nyrhinen [17] muotoilee arbitraasivapauden seuraavasti:
"Arbitraasimahdollisuus on ymmärrettävissä siten, että voidaan hankkia riskittömästi
mahdollisuus voittoihin ilman alkuvarallisuutta. Markkinoilta vaaditaan yleisesti arbitraa-
sivapautta."
Lisäksi hän toteaa luentomonisteessaan, että
"Arbitraasivapausvaatimus on luontevimmillaan tehokkailla markkinoilla, jossa kysyn-
tää ja tarjontaa on siksi paljon, että yksittäisen toimijan kannalta tarpeellinen operointi
on aina mahdollista."
Määritelmä 3.4. Olkoon P ja Q todennäköisyysmittoja. Jos
(3.5) P(A) > 0⇔ Q(A) > 0, ∀A ∈ F ,
niin mitat P ja Q ovat ekvivalentit.
Määritelmä 3.6. Olkoot X1, X2, ... jono satunnaismuuttujia todennäköisyysavaruudella
(Ω,F ,P) ja olkoot jono F1,F2, ... ∈ F . Jono {(Xn,Fn) : n = 1, 2, ...} on martingaali,
jos seuraavat neljä ehtoa ovat voimassa:
(i) Fn ⊂ Fn+1;
(ii) Xn on Fn −mitallinen;
(iii) E[|Xn|] <∞;
(iv) P(E[Xn+1|Fn] = Xn) = 1.
Määritelmä 3.7. Olkoot D(t) diskonttaustekijä ja Si(t) arvopaperin i hinta hetkellä
t ≥ 0.Todennäköisyysmitan Q sanotaan olevan riskineutraali, jos
(i) mitta Q ja alkuperäinen mitta P ovat ekvivalentit ja
(ii) diskontattu arvopaperin hinta D(t)Si(t) on martingaali mitan Q suhteen.
Seuraavaksi määritellään Radon-Nikodýmin derivaatta. Radon-Nikodýmin derivaattaa
käytetään mitan vaihdossa ja käsite tulee esiintymään tässäkin tekstissa Girsanovin ja
Esscherin muunnosten yhteydessä.
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Määritelmä 3.8. Olkoon (Ω,F ,P) todennäköisyysavaruus. Olkoon Q P:n kanssa ekvi-
valentti todennäköisyysmitta määriteltynä (Ω,F ):lla. Olkoon Z melkein varmasti posi-
tiivinen satunnaismuuttuja, jolle pätee
(3.9) Q(A) =
∫
A
Z(ω)dP,
kun A ∈ F . Tällöin satunnaismuuttujaa Z sanotaan mitan Q Radon-Nikodýmin derivaa-
taksi mitan P suhteen ja kirjoitetaan
(3.10) Z =
dQ
dP
.
3.1 Brownin liike
Tässä osiossa on määritelty Brownin liike ja sen perusominaisuuksia, jotka liittyvät olen-
naisesti optioiden hinnoitteluun. Tarkemmin Brownin liikkeen ja muiden satunnaiskulku-
jen käyttöön finanssimatematiikassa voi perehtyä esimerkiksi Shreven teoksessa [20].
Määritelmä 3.11. Olkoon (Ω,F ,P) todennäköisyysavaruus ja olkoon t ≥ 0. Jokaiselle
ω ∈ Ω on olemassa jatkuva funktio W (t), jolle W (0) = 0 ja joka riippuu ω:sta. W (t) on
Brownin liike, jos kaikilla 0 = t0 < t1 < ... < tm lisäykset
(3.12) W (t1) = W (t1)−W (t0),W (t2)−W (t1), ...,W (tm)−W (tm−1)
ovat riippumattomia ja jokainen näistä lisäyksistä on normaalisti jakautunut odotusarvo-
naan
(3.13) E[W (ti+1)−W (ti)] = 0,
ja varianssinaan
(3.14) Var[W (ti+1)−W (ti)] = ti+1 − ti.
Määritelmä 3.15. Olkoon kolmikko (Ω,F ,P) todennäköisyysavaruus, jossa on määri-
telty Brownin liike W (t), t ≥ 0. Filtraatio Brownin liikkeelle on kokoelma σ-algebroita
F (t), t ≥ 0, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) Kun 0 ≤ s < t, kaikki joukot σ-algebrassa F (s) ovat myös σ-algebrassa F (t). Toisin
sanoen saatavilla olevan informaation määrä hetkellä t on vähintään yhtä paljon
kuin aiemmin hetkellä s.
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(ii) Jokaisella t ≥ 0 Brownin liike W (t) on F (t)-mitallinen. Toisin sanoen saatavilla
oleva informaatio hetkellä t riittää määrittämään Brownin liikkeen W (t) kyseisellä
hetkellä.
(iii) Kun 0 ≤ t < u, lisäys W (u) −W (t) on riippumaton σ-algebrasta F (t). Toisin sa-
noen kaikki lisäykset ajan hetken t jälkeen ovat riippumattomia hetkellä t saatavilla
olevasta informaatiosta.
3.1.1 Brownin liikkeen martingaaliominaisuus
Seuraavaksi todistetaan väite Brownin liikkeen martingaaliominaisuudesta.
Lause 3.16. Brownin liike on martingaali.
Todistus. Olkoon 0 ≤ s ≤ t annettu. Silloin
E[W (t)|F (s)] = E[(W (t)−W (s)) +W (s)|F (s)]
= E[W (t)−W (s)|F (s)] + E[W (s)|F (s)]
= E[W (t)−W (s)] +W (s)
= W (s)
3.1.2 Markov-ominaisuus
Lause 3.17. Olkoot W (t), t ≥ 0, Brownin liike ja F (t), t ≥ 0, filtraatio kyseiselle
Brownin liikkeelle. Tällöin W (t) on Markovin prosessi.
Todistus sivuutetaan tässä, mutta sen voi tarkistaa esimerkiksi Shreven teoksesta [20,
s.107-108].
3.2 Lévy-prosessi
Määritelmä 3.18. Prosessi W = {W (t) : t ≥ 0} määriteltynä todennäköisyysavaruudel-
la (Ω,F ,P) on Lévy-prosessi, jos sille pätee seuraavat ehdot:
(i) Prosessin W polut ovat oikealta jatkuvat ja niillä on vasemmanpuoleiset raja-arvot
P melkein varmasti,
(ii) P(W (0) = 0) = 1,
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(iii) Kaikilla 0 ≤ s ≤ t lisäyksen W (t)−W (s) jakauma vastaa W (t− s):n jakaumaa,
(iv) Kaikilla 0 ≤ s ≤ t, W (t)−W (s) on riippumaton σ-algebrasta Fu, kun u ≤ s.
Toisin sanoen oikealta jatkuvaa prosessia W (t), t > 0, jolla on stationaariset riippu-
mattomat lisäykset, kutsutaan Lévy-prosessiksi. Näistä ehdoista seuraa myös, että Lévy-
prosessi on Markov-prosessi [3.1.2].
3.3 Itôn kaava
Itôn kaava tunnetaan stokastisena muuttujanvaihtokaavana. Kirjallisuudessa tätä kaavaa
kutsutaan myös Itôn lemmaksi, mutta tässä se esitetään lauseena.
Lause 3.19. Olkoon f = f(t, x) ∈ C1,2(R2). Tällöin
(3.20) df(t,Wt) =
∂f
∂t
(t,Wt)dt+
∂f
∂x
(t,Wt)dWt +
1
2
∂2f
∂x2
(t,Wt)dt
eli toisin sanoen integraalimuodossa
f(t,Wt)− f(s,Ws) =
∫ t
s
∂f
∂t
(u,Wu)du+
∫ t
s
∂f
∂x
(u,Wu)dWu
1
2
∫ t
s
∂2f
∂x2
(u,Wu)du.
Tässä esitettävä todistus on esitetty myös Sottisen luentomonisteessa ja todistus pe-
rustuu Taylorin kehitelmään. [21, s.118-120]
Todistus. Taylorin kehitelmän mukaan
∆f(tk, xk) =
∂f
∂t
(tk−1, xk−1)∆tk +
∂f
∂x
(tk−1, xk−1)∆xk +
1
2
∂2f
∂x2
(tk−1, xk−1)(∆xk)2(3.21)
+ rt(∆tk;xk, xk−1)∆tk + rx(∆xk; tk, tk−1)(∆xk)2,
missä
∆f(tk, xk) := f(tk)− f(tk−1, xk−1)
ja otettaessa supremun kompaktin joukon yli saadaan
lim
∆tk→0
sup
xk,xk−1
rt(∆tk;xk, xk−1) = 0,
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ja
lim
∆xk→0
sup
tk,tk−1
rx(∆xk; tk, tk−1) = 0.
Olkoon Πn välin [s, t] dyadinen jako (ks.[21, s. 114]. Tällöin satunnainen lisäys ∆f voidaan
kirjoittaa seuraavasti.
(3.22) f(t,Wt)− f(s,Ws) =
∑
tk∈Πn
∆f(tk,Wtk)
Käyttämällä Taylorin kehitelmää (3.21) edellä esitetyn teleskooppisarjan (3.22) jokaiseen
termiin saadaan yhtälö
f(t,Wt)− f(s,Ws) =
∑
tk∈Πn
∂f
∂t
(tk−1,Wtk−1)∆tk(3.23)
+
∑
tk∈Πn
∂f
∂x
(tk−1,Wtk−1)∆Wtk
+
1
2
∑
tk∈Πn
∂2f
∂x2
(tk−1,Wtk−1)(∆Wtk)
2 +
∑
tk∈Πn
Rtk,tk−1 ,
missä
Rtk,tk−1 = rt(∆tk;Wtk ,Wtk−1)∆tk + rx(∆Wtk ; tk, tk−1)(∆Wtk)
2.
Osoitetaan, että sarja
∑
Rtk , tk−1 menee nollaan. W :n jatkuvuudesta seuraa, että se on
rajoitettu välillä [s, t]. Tällöin
(3.24) r∗t (∆tk) := sup
Wtk ,Wtk−1
|rt(∆tk;Wtk ,Wtk−1)| → 0,
kun n→∞. Lisäksi W on tasaisesti jatkuva samalla välillä, joten
(3.25) wn := sup
tk∈Πn
|∆Wtk | → 0,
kun n→∞. Edellä olevista seuraa, että
(3.26) r∗x(w
n) := sup
∆Wtk
sup
tk,tk−1
|rx(∆Wtk ; tk, tk−1)| → 0,
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kun n→∞. Näin ollen saadaan∣∣∣∣∣ ∑
tk∈Πn
Rtk,tk−1
∣∣∣∣∣ ≤ ∑
tk∈Πn
|rt(∆tk;Wtk ,Wtk−1)|∆tk(3.27)
+
∑
tk∈Πn
|rx(∆Wtk ; tk, tk−1)|(∆Wtk)2
≤
∑
tk∈Πn
r∗t (∆tk)∆tk +
∑
tk∈Πn
r∗x(w
n)(∆Wtk)
2
= r∗t (2
−n(t− s))
∑
tk∈Πn
∆tk + r
∗
x(w
n)
∑
tk∈Πn
(∆Wtk)
2
= r∗t (2
−n(t− s))(t− s) + r∗x(wn)
∑
tk∈Πn
(∆W ntk)
2.
Jäännössumman häviäminen ja tulos
(3.28)
∑
tk∈Πn
∂2f
∂x2
(tk−1,Wtk−1)(∆Wtk)
2 →
∫ t
s
∂2f
∂x2
(u,Wu)du
seuraavat alunperin tuloksesta, jonka perusteella välin [s, t] dyadiselle jaolle Πn seuraa
melkein varmasti
(3.29) lim
n→∞
∑
tk∈Πn
(∆Wtk)
2 = t− s.
Edellinen tulos otetaan tässä annettuna, mutta sen toditus löytyy lähteestä [21, s.117].
Lisäksi Riemannin integraalin määritelmästä seuraa
(3.30)
∑
tk∈Πn
∂f
∂t
(tk−1,Wtk−1)∆tk →
∫ t
s
∂f
∂t
(u,Wu)du.
Näin ollen alkuperäinen väite on todistettu.
3.4 Mitan vaihto
Kyvyttömyys varastoida sähköä, johtaa siihen, ettei sähkön hintaprosessi välttämättä ole
martingaali aiemmin määritellyn riskineutraalin mitanQ suhteen. Riskineutraali todennä-
köisyysmitta määriteltiin aiemmin tekstissä kohdassa 3.7. Seuraavassa osiossa 3.5 tullaan
määrittelemään markkinamalli, jossa markkinoilla on vain yksi riskineutraalitodennäköi-
syysmitta, jota vastaan hinnoittelu tapahtuu. Nyt kiinnitetään huomio tilanteeseen, jossa
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oletusta uniikista riskineutraalista mitasta ei ole, mutta riskineutraalien mittojen joukkoa
on yritettävä hallita.
Seuraavaksi tullaan esittelemään Girsanovin muunnos, joka soveltuu käytettäväksi
Brownin liikkeelle ja Girsanovin muunnosta yleisempi Esscherin muunnos, joka soveltuu
hyppyprosesseille. Tässä esiintyvä Radon-Nikodymin derivaatta on määritelty aiemmin
kohdassa 3.8.
3.4.1 Esscherin muunnos
Finanssimatematiikassa ja aktuaaritieteissä tunnettu Esscherin muunnos on yleisempi
kuin jäljempänä oleva Girsanovin muunnos. Esscherin muunnos pätee kaikille Lévy-prosesseille
3.2. Esscherin muunnos määritellään seuraavasti.
Määritelmä 3.31. Olkoon µ todennäköisyysmitta. Esscherin muunnos määritellään
(3.32) Eh(µ) =
ehxµ(dx)∫
ehydµ(dy)
.
Esscherin muunnoksen määritelmän perusteella voidaan johtaa seuraavat ominaisuu-
det:
(i) Kombinaatio: Esscherin muunnos Esscherin muunnoksesta on edelleen Esscherin
muunnos eli Eh1Eh2 = Eh1+h2 .
(ii) Inversio: Käänteinen Esscherin muunnos on Esscherin muunnos negatiivisella para-
metrilla eli E−1h = E−h.
(iii) Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan jakaumassa Esscherin muunnos näkyy
odotusarvon siirtymisenä eli
Eh(N(µ, σ
2)) = N(µ+ hσ2, σ2)
3.4.2 Girsanovin muunnos
Esitetään Girsanovin muunnos tässä koskemaan yhtä ulottuvuutta. Tulos useampi uloit-
teiselle tapaukselle todistuksineen löytyy esimerkiksi Shreven teoksesta [20].
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Lause 3.33. Olkoon B(t), 0 ≤ t ≤ T, Brownin liike todennäköisyysavaruudella (Ω,F ,P)
ja olkoon F (t), 0 ≤ t ≤ T, Brownin liikkeen filtraatio. Olkoon Θ(t), 0 ≤ t ≤ T, adaptoitu-
nut prosessi eli kaikilla tässä määritellyillä t, Θ(t) on Ft-mitallinen ja täyttää ehdon
(3.34) E
[
exp
{
1
2
∫ T
0
Θ2(u)du
}]
<∞.
Määritellään
(3.35) Z(t) = exp
{
−
∫ t
0
Θ(u)dB(u)− 1
2
∫ t
0
Θ2(u)du
}
ja
(3.36) B∗(t) = B(t) +
∫ t
0
Θ(u)du
Asetetaan Z = Z(T ). Tällöin EZ = 1 ja Radon-Nikodymin-derivaatalla 3.8 saadun to-
dennäköisyysmitan Q suhteen prosessi B∗(t), 0 ≤ t ≤ T, on Brownin liike.
Girsanovin tuloksen todistus sivuutetaan, mutta sen voi tarkistaa halutessaan lähtees-
tä [20, s.212-214].
3.5 Teoreettinen markkina-asetelma
Oletetaan, että markkinoilla on paljon toimijoita, jolloin markkinoiden ajatellaan ole-
van likvidit ja toisaalta ajatellaan, että jokainen arbitraasimahdollisuus käytetään tällöin
hyväksi. Tässä asetelmassa tullaan ohittamaan veroista ja kaupankäynnistä aiheutuvat
kustannukset. Lisäksi korkotaso oletetaan vakioksi. Investointien tekeminen ja rahan lai-
naaminen oletetaan myös mahdolliseksi. Vehviläinen [22] määrittelee väitöskirjassaan yhtä
sähkömarkkina-aluetta ja valuuttaa koskevan markkinamallin seuraavasti.
Malli on joukko jatkuva-aikaisessa todennäköisyysavaruudessa (Ω,F ,P) ajanjaksol-
la [0, τ ]. Ω:lla tarkoitetaan kaikkien mahdollisten tapahtumien perusjoukkoa, F on σ-
algebra ja P on σ-algebralla F määritelty todennäköisyysmitta. Arvopapereiden hinta
markkinalla seuraa (n+ 1)-uloitteista Itô-prosessia x(t, ω) : [0, τ ]× Ω→ Rn+1,
(3.37) x(t, ω) := (x0(t, ω), x1(t, ω), ..., xn(t, ω)).
Epävarmuutta markkinalla kuvataan m-uloitteisella Brownin liikkeellä,
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(3.38) B(t, ω) : [0, τ ]× Ω→ Rm.
Standardifiltraatio Ft Ω:lla on jatkuvan Brownin liikkeen generoima ja täydellinen to-
dennäköisyysmitan P suhteen.
Markkinahinnat saadaan kaavoista
(3.39) dxi(t, ω) = µi(t, ω)dt+
m∑
j=i
σij(t, ω)dBj(t), 0 ≤ i < n
ja
(3.40) dxn(t) = rxn(t)dt,
missä µi(t, ω) : [0, τ ]×Ω→ R on lokaali poikkeama xi(t, ω):sta ja σij(t, ω) : [0, τ ]×Ω→ R
on lokaali volatiliteetti, joka johtuu Brownin liikkeen stokastisesta komponentista j arvo-
paperissa i. Oletetaan, että edellä mainitut funktiot toteuttavat jatkuvuuden suhteen
Lipschitz-ehdot.
Mallissa arvopaperin n hinta xn(t) edustaa riskittömän arvopaperin hintaa ja riippuu
vain riskittömästä korkotasosta, joten hinta voidaan etukäteen määrätä. Muiden arvopa-
pereiden hinnat xi(t, ω), 0 ≤ i < n ovat riippuvaisia Brownin liikkeestä ja ovat näin ollen
stokastisia.
Arbitraasivapailla markkinoilla kaikkien arvopapereiden hinnat on määrätty johdon-
mukaisesti. Arbitraasivapailla ja täydelllisillä markkinoilla on olemassa yksikäsitteinen
ekvivalentti martingaalimitta Q. Mitan Q olemassa olo merkitsee, että x(t, ω) normalisoi-
tuna riskittömällä investointiprosessilla on martingaali mitan Q suhteen. Mittaa Q kut-
sutaan myös riskineutraaliksi mitaksi. Markkinoiden odotukset arvopapereiden hinnoiksi
lasketaan tätä riskineutraalia mittaa vastaan arbitraasivapailla markkinoilla. [19]
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Luku 4
Matemaattiset työkalut
sähkömarkkinoilla
Tässä luvussa käsitellään Pohjoisella sähkömarkkinalla saatavilla olevien johdannaisten
hintojen dynamiikkaa ja hinnoittelua. Vehviläisen mukaan kyvyttömyys varastoida säh-
köä erottaa sähkömarkkinan muista hyödykemarkkinoista. Puutteet sähköntuotannossa
tai äkillinen ja voimakas kasvu kysynnässä aiheuttavat odottamattomia hyppyjä, piikke-
jä ja volatiliteettia sähkön spot-hintaan. Samalla ajanhetkellä tuotetulle niin sanotulle
fyysiselle spot-sähkölle ei ole olemassa toistavaa salkkua. Toistavan salkun olemassa olo
on perustana arbitraasivapaalle hinnoittelulle finanssimarkkinoilla. Analyyttistä yhteyttä
spot-hintojen ja futuuri-hintojen välillä ei ole ollut löydettävissä. [22] Epätäydelliset säh-
kömarkkinat täydennetään olettamalla, että jokaiselle ajanhetkelle on olemassa tavallinen
futuuri-sopimus ja tällä tavoin markkinan voidaan ajatella olevan täydellinen.
Olennainen osa tutkimuksista, jotka koskevat johdannaisten hinnoittelua sähkömark-
kinoilla, ovat perustuneet kilpailulliseen tasapainomalliin. Sähkön hinnat tutkimuksissa
on yleisesti saatu mallista, jossa sähkön tuotannon marginaalikustannukset yhdistetään
oletettuun sähkönkulutukseen. [22] Tässä työssä keskitytään vain optioiden hinnoitteluun
olemassa olevien analyyttisten kaavojen avulla. Työssä käsitellään vain optiosopimuksia,
joiden alla olevana arvopaperina ovat sähköforwardit ja -futuurit.
Tässä työssä käsiteltävät spot- ja futuuri-hintojen dynamiikat tähtäävät optioiden hin-
noittelussa Mertonin-Blackin-Scholesin mallin käyttöön. Kappaleessa on käsitelty Black76-
hinnoittelukaava ja lopussa on esitelty myös numeerinen esimerkki sähköfutuurien osto-
optioiden hinnoille.
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4.1 Spot-hinta ja futuuri-sopimukset
4.1.1 Hinnan dynamiikka
Futuurien ja forwardien hintojen dynamiikkaa voitaisiin mallintaa käyttäen esimerkiksi
Heathin-Jarrow’n-Mortonin menetelmää. Koekebakker ja Ollmar tutkivat vuonna 2001
[14] korkomarkkinoiden ja sähköforward-markkinoiden samankaltaisuuksia ja tulivat sii-
hen loppupäätelmään, että Heathin-Jarrow’n-Mortonin malli selittää paremmin korko-
markkinoiden dynamiikkaa kuin sähkömarkkinoiden forwardien dynamiikkaa. Siitä syystä
tunnettu forwardien yhteydessä käytetty malli on jätetty tästä työstä pois. Tässä esitettä-
vä dynamiikka spot- ja forward-hinnoille on käyty läpi tarkemmin Benthin ja Schmeckin
artikkelissa [3], joka käsitteli optioiden hinnoittelua ja suojaamista energiamarkkinoilla.
Nyt tullaan esittämään dynamiikkojen pääkohdat.
Kiinnitetään täydellinen todennäköisyysavaruus (Ω,F , {Ft}t≥0,P) ja oletetaan, että
sähkön spot-hinta seuraa kahden tekijän mallia seuraavasti
(4.1) S(t) = Λ(t) exp(X(t) + Y (t)).
Muuttuva tekijä X on driftattu Brownin liike
(4.2) dX(t) = µdt+ σdB(t),
missä B on Brownin liike ja µ, σ > 0 ovat vakioita. Stationaarinen eli muuttumaton tekijä
Y saadaan Ornsteinin-Uhlenbeckin dynamiikasta
(4.3) dY (t) = −βY (t)dt+ dL(t),
missä L on puhdas hyppivä Lévy-prosessi Lévy-Khintchine-hajotelmalla
(4.4) L(t) =
∫ t
0
∫
|z|<1
z(ds, dz) +
∫ t
0
∫
|z|≥1
zN(dt, dz),
ja β > 0 on vakio. Deterministinen funktio Λ(t) : R+ → R+ oletetaan jatkuvaksi. Λ:n
avulla malliin saadaan mukaan kausittaista vaihtelua, mikä on ominaista sähkön hinnalle.
4.1.2 Hinnoittelu
Koska sähkömarkkinoilla on havaittavissa voimakkaita hintapiikkejä Benth ja Schmeck
[3] käyttävät stationaarisen tekijän Y (t) mallintamiseen mieluummin yleisempää Lévy
prosessia Brownin liikkeen sijaan. Mallissa L ja B oletetaan riippumattomiksi.
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Lause 4.5. Futuurin hinta f(t, T ) hetkellä t ≥ 0 ja toimitushetkellä T ≥ t on
(4.6) f(t, T ) = h(t, T ) exp(X(t) + e−β(T−t)Y (t)),
missä
(4.7) h(t, T ) = Λ(T ) exp
(
µ(T − t) + 1
2
σ2(T − t) +
∫ T
t
φ(e−β(T−s))ds
)
.
Todistus. Huomataan aluksi käyttämällä Itôn kaavaa hyppyprosessille, että
(4.8) X(T ) = X(t) + µ(T − t) + σ(B(T )−B(t)),
ja
(4.9) Y (T ) = e−β(T−t)Y (t) +
∫ T
t
e−β(T−s)dL(s).
Seuraavaksi käytetään tietoa, että X(t) ja Y (t) ovat Ft-adaptoituneita, Lévy-prosessin
lisäykset ovat riippumattomia ja riippumattomuus vallitsee myösB:n ja L:n välillä. Tällöin
f(t, T ) = Λ(T )E [exp(X(T ) + Y (T ))|Ft]
= Λ(T ) exp
(
µ(T − t) +X(t) + e−β(T−t)Y (t))E[exp(σ(B(T )−B(t))]
× E
[
exp
(∫ T
t
e−β(T−s)dL(s)
)]
= h(t, T ) exp
(
X(t) + e−β(T−t)Y (t)
)
.
Siis tässä esitetty väite pätee.
Koska edellä on määritelty hinta futuurille, niin työssä voidaan siirtyä optioiden hin-
noitteluun. Option alla olevana arvopaperina NASDAQ OMX Commodities-pörssissä on
futuuri-sopimus, kuten aiemmin on todettu.
4.2 Optioiden hinnoittelun teoriaa
4.2.1 Mertonin - Blackin - Scholesin malli
Idea Brownin liikkeen käyttämisestä osakemarkkinoiden mallintamisessa juontaa juuren-
sa jo 1900-luvun alkuun ja ranskalaisen matemaatikon Louis Bachalierin tutkimustyöhön.
Bachalier oli huomattavasti aikaansa edellä ja taloustieteilijät ja matemaatikot sivuutti-
vat hänen tutkimuksensa, kunnes 1950-luvulla Paul Samuelson esitteli taloustieteen kir-
jallisuudessa Brownin liikkeen. Samuelsonin oppilas Robert C. Merton kehitti ja tutki
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finanssiteoriaa eteenpäin 1960- ja 1970-luvun vaihteessa ja samaan aikaan Fischer Black
ja Myron Scholes julkaisivat tutkimuksen, joka käsitteli Mertonin kanssa samaa mallia.
Merton, Black ja Scholes ansaitsivat Nobelin taloustieteen palkinnon vuonna 1997 tästä
kuuluisasta mallista, joka tässä työssä nyt esitellään.
Vapaasti suomennettuna Cvitanic ja Zapatero toteavat kirjassaan [8] seuraavaa. Mer-
tonin, Blackin ja Scholesin malli (lyhennetään jatkossa MBSM) on yksinkertaistus to-
dellisesta hintadynamiikasta ja malli on riittävän intuitiivinen sovellettavaksi käytännön-
tilanteisiin. Sen kauneus, ja samaan aikaan sen haittapuoli, on siinä, että malli vaatii
vain vähän parametrejä perusarvopapereiden hinnan ja perusarvopapereiden johdannais-
ten hintojen mallintamiseen. Mallit, jotka vaativat enemmän parametrejä vastaavat pa-
remmin reaalimaailman historiasta saatua dataa. Kuitenkin mitä enemmän parametrejä,
sitä epätarkempia tuloksia saadaan parametrejä arvioitaessa ja sitä monimutkaisempia
ovat mallien analyyttinen ja numeerinen tutkiminen sekä malleihin liittyvät hintaproses-
sit. Vielä pahempaa on, että parametrien lisääntyessä lisääntyy myös epävarmuus mal-
lien soveltuvuudesta tulevaisuuden ennustamiseen. Käytettäessä riittävästi parametrejä
voidaan malli sovittaa vastaamaan mitä tahansa historiasta saatua dataa ilman, että ky-
seiset mallit toimisivat ollenkaan tulevaisuudessa ja mallintaisi todellisia, datan takana
olevia prosesseja.
MBSM:n diskreettiaikainen vastine on tunnettu Cox-Ross-Rubinsteinin malli. Brow-
nin liikkeen käyttö MBSM:ssa juontaa juurensa oletuksesta satunnaiskulusta, joka olettaa
hintojen muuttumisen täysin satunnaiseksi ajan kuluessa. Seuraavaksi käydään läpi malli
kahden arvopaperin tapauksessa ja lopuksi esitetään moniulotteinen versio MBS-mallista.
Aluksi oletetaan riskittömän arvopaperin B olemassa olo. Lisäksi oletetaan, että seu-
raava pätee B:n prosessille
(4.10) dB(t) = rB(t)dt
(4.11) B(0) = 1.
Edellä olevassa r > 0 on vakiokorkotaso. Hetkellä nolla yhden euron sijoituksella
saadaan hetkellä t
(4.12) B(t) = ert.
"Riskittömyys"seuraa siis siitä, että yhtälöstä 4.10 puuttuu kokonaan stokastinen kom-
ponentti eli siihen ei liity Brownin liikettä.
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Oletetaan, että meillä on myös riskillinen arvopaperi. Arvopaperin hinta S hetkellä t
noudattaa MBSM:a:
(4.13) dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW (t)
(4.14) S(0) = s.
Jos vakio σ > 0 olisi lähellä nollaa, niin arvopaperin hinta S käyttäytyisi lähes kuin ris-
kittömän arvopaperin tapauksessa aiemmin. σ on mallin hajontatermi. Koska σ: a käyte-
tään arvopaperin riskillisyyden mittana, niin sitä kutsutaan myös arvopaperin volatilitee-
tiksi. Yhtälön 4.13 ja stokastisen integraalin ominaisuuksien perusteella voidaan kirjoittaa
formaalisti yhtälö
(4.15) σ2dt = V ar
(
dS
S
)
.
µ edustaa odotettua tuottotasoa. Jos ajatellaan, että dS/S on suhteellinen tuotto
lyhyellä ajanjaksolla, niin voidaan formaalisti kirjoittaa
(4.16) µdt = E(dS/S).
Eksplisiittiseksi kaavaksi hinnalle S(t) saadaan
(4.17) S(t) = S(0)exp(σW (t) + (µ− 1
2
σ2)t).
Satunnaismuuttuja S(t):n jakauma on lognormaalinen ja sanotaan, että hintaprosessi
seuraa geometrista Brownin liikettä.
Moniuloitteisessa tapauksessa, missä oletetaan olevan N kappaletta arvopapereita ja
d kappaletta Brownin liikettä, arvopaperit voidaan mallintaa seuraavasti.
(4.18) dSi(t) = µiS(t)dt+ Σdj=1σijSi(t)dWj(t), missä i = 1, ..., N ja j = 1, ..., d.
Yhtälössä esiintyvää σ-termiä kutsutaan volatiliteettimatriisiksi.
Erityisesti sähkömarkkinoilla käytössä oleva Black76-malli 4.2.2 on yksi variaatio Mertonin-
Blackin-Scholesin optioiden hinnoittelumallista. Käydään sen erityispiirteet läpi seuraa-
vassa.
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4.2.2 Black76-malli
Oletetaan, että on olemassa eurooppalainen osto-optio futuuri-sopimukselle. Osto-option
eräpäiväksi oletetaan ajanhetki T ja lunastushinta osto-optiolle onK. Futuuri-sopimuksen
toimitusaika on ajanhetki τ ≥ T . Eräpäivänä T option arvoksi tulee (f(T, τ) − K)+.
Oletetaan riskineutraalin todennäköisyysmitan Q olemassa olo ja futuuri-sopimukselle
Brownin liikkeen mukainen dynamiikka
(4.19)
df(t, τ)
f(t, τ)
= σj(t, τ)dB(t),
missä Brownin liike B on riippumaton mitan Q suhteen.
Lause 4.20. (Black76, B76) Edellä mainituin oletuksin hetkellä t ≤ T osto-option hinta
on
(4.21) c(t, T ; τ, f(t, τ)) = e−r(T−t)(f(t, τ)Φ(d1)−KΦ(d2)),
missä Φ on standardinormaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan kertymäfunktio,
(4.22) d1 = d2 +
√√√√ m∑
j=1
∫ T
t
σ2j (s, τ)ds,
ja
(4.23) d2 =
ln(f(t, τ)/K)− 1
2
∑m
j=1
∫ T
t
σ2j (s, τ)ds√∑
j=1
∫ T
t
σ2j (s, τ)ds
Todistus. Olkoon p = 1. Nyt kyseessä on prosessi, joka ei sisällä hyppyjä, joten saadaan
(4.24) ln f(T, t) = ln f(t, τ)− 1
2
∫ T
t
σ2(u, τ)du+X
√∫ T
t
σ2(u, τ)du,
missä X on N(0, 1)-jakautunut satunnaismuuttuja. Koska optioiden hinta määräytyy ylei-
sesti tuoton odotusarvona riskineutaalin todennäköisyysmitan suhteen, niin
C(t, T ; τ, f(t, τ)) = e−r(T−t) E
[
(f(T, τ)−K)+ |Ft
](4.25)
= e−r(T−t) E
exp
ln f(t, τ)− 12
∫ T
t
σ2(u, τ)du+X
√∫ T
t
σ2(u, τ)du
−K
+ .
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Huomataan, että hinta on positiivinen vain silloin, kun X ≤ d2. Lasketaan edellisessä
lausekkeessa 4.25 esiintynyt odotusarvo seuraavaksi:
∫ d2
−∞
exp
ln f(t, τ)− 12
∫ T
t
σ2(u, τ)du+ x
√∫ T
t
σ2(u, τ)du
 1√2pie−x22 dx
(4.26)
−
∫ d2
−∞
K
1√
2pi
e
−x2
2 dx
= f(t, τ)
∫ d2
−∞
exp
−
∫ T
t
σ2(u, τ)du+ 2x
√∫ T
t
σ2(u, τ)du− x2
2
 1√2pidx
−KΦ(d2)
= f(t, τ)
∫ d2
−∞
1√
2pi
exp
−
(
x−
√∫ T
t
σ2(u, τ)du
)2
2
 dx−KΦ(d2)
= f(t, τ)
∫ d1
−∞
1√
2pi
e
−s2
2 ds−KΦ(d2)
= f(t, τ)Φ(d1)−KΦ(d2).
Nyt on siis osoitettu, että esitetty tulos option hinnalle pätee.
4.2.3 Osto-optio futuurille
Seuraavaksi käydään läpi tulos, joka määrittelee hinnan futuurin osto-optiolle. Tuloksen
todistuksessa tullaan osoittamaan, että hinta lähestyy Black76-mallin avulla 4.2.2 saatua
hintaa 4.21, kun toimitusaika T →∞.
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Lause 4.27. Osto-option hinta futuurille, joka on hinnoiteltu kohdan 4.5 mukaan, on
C(t, τ, T, x)
(4.28)
= xE
[
exp
{∫ τ
t
e−β(T−s)dL(s)−
∫ τ
t
φ(e−β(T−s))ds
}
Φ
(
d1
(
x,
∫ τ
t
e−β(T−s)dL(s)
))]
−K E
[
Φ
(
d2
(
x,
∫ τ
t
e−β(T−s)dL(s)
))]
,
missä φ(x) on L(1):n logaritminen momentit generoiva funktio, joka tunnetaan myös
nimellä kumulantit generoiva funktio. Lisäksi lausekkeessa 4.28
(4.29) d1(x, v) = d2(x, v) + σ
√
τ − t
ja
(4.30) d2(x, v) =
ln( x
K
) + v − ∫ τ
t
φ(e−β(T−s))ds− 1
2
σ2(τ − t)
σ
√
τ − t .
Todistus. Lauseen 4.5 perusteella saamme
f(τ, T ) = h(τ, T ) exp
{
X(τ) + e−β(T−τ)Y (τ)
}
(4.31)
= f(t, T )
h(τ, T )
h(t, T )
exp
{
X(τ)−X(t) + e−β(T−τ)Y (τ)− e−β(T−t)Y (t)} .
Huomataan, että
e−β(T−τ)Y (τ) = e−β(T−t)Y (t) +
∫ −β(T−s)
e
dL(s)
ja
X(τ)−X(t) = µ(τ − t) + σ(B(τ)−B(t)).
Edelleen
h(τ, T )
h(t, T )
eµ(τ−t) = exp
{
−1
2
σ2(τ − t)−
∫ τ
t
φ(e−β(T−s))ds
}
.
Siten
f(τ, T ) = f(t, T ) exp
{
σ(B(τ)−B(t))− 1
2
σ2(τ − t)
}
(4.32)
× exp
{∫ τ
t
e−β(T−s)dL(s)−
∫ τ
t
φ(e−β(T−s))ds
}
.
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Määritellään satunnaismuuttuja Z(x) seuraavasti
(4.33) Z(x) = x exp
{∫ τ
t
e−β(T−s)dL(s)−
∫ τ
t
φ(e−β(T−s))ds
}
.
Koska L on riippumaton B:stä, niin edellisessä kohdassa 4.33 määritelty Z(x) on riippu-
maton lisäyksestä B(τ)−B(t). Ehdollistamalla saadaan
C(t, τ, T, x) = E[max(f(τ, T )−K, 0)|x = f(t, T )]
(4.34)
= E
[
E
[
max
(
Z(x) exp
{
σ(B(τ)−B(t))− 1
2
σ2(τ − t)
}
−K, 0
)
|Z(x)
]]
.
Sisempi odotusarvo edellisestä lausekkeesta 4.34 voidaan laskea käyttämällä aiemmin esi-
tettyä Black76-kaavaa 4.20, missä Z(x) vastaa muuttujaa x. Siten on osoitettu, että tulos
pätee.
4.2.4 Hinnoittelu käytännössä
Tässä osiossa käydään läpi käytännön hinnoitteluesimerkki. Käytännön hinnoittelusta ja
tämän esimerkin taustoista voi tämän työn edellisten osioiden lisäksi lukea esimerkiksi
Audetin, Heiskasen, Kepon ja Vehviläisen artikkelista [2].
Muistutetaan, että monet sähkömarkkinoiden optioista ovat eurooppalaisia optioita,
jotka oikeuttavat myymään tai ostamaan forwardeja tai futuureja ennalta määritettynä
ajankohtana. Deterministisen volatiliteetin tapauksessa Black-76-mallissa 4.2.2 käytetään
keskiarvoa option elinajalta. Siitä syystä futuurien osto-option hinnalle voidaan käyttää
aimmin esiteltyä tulosta 4.20. Vastaavasti myyntioptiolle voidaan kirjoittaa hinta
(4.35) p(t, T ; τ, f(t, τ)) = e−r(T−t)(KΦ(−d2)− f(t, τ)Φ(−d1)),
missä T on option maturiteetti, f on option kohteena olevan futuurien hinta,K on ennalta
sovittu lunastushinta, τ on futuurin maturiteetti, t on nykyhetki ja Φ on normaalijakau-
man kertymäfunktio. Lisäksi nyt määritellään kirjoittajan mielestä havainnollisemmin
(4.36) d1 =
ln
(
f(t,τ)
K
)
+ 1
2
σˆ2(t, T, τ)(T − t)
σˆ(t, T, τ)
√
T − t
ja
(4.37) d2 = d1 − σˆ(t, T, τ)
√
T − t,
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missä σˆ(t, T, τ) on keskimääräinen volatiliteetti futuurin hinnalle f(., τ) ajalla t− T .
Haaste Black-76-mallin käytössä on löytää oikea keskimääräinen volatiliteetti, kun ma-
turiteetti on eri. Oletetaan, kuten artikkelissa [2], että sähkön hinnat ovat lognormaalisti
jakautuneet eli
(4.38) log(f(τ, τ))− log(f(t, τ)) ∼ φ
(
−1
2
σˆ2(τ − t), σˆ√τ − t
)
,
missä φ on normaalijakauma odotusarvolla −1
2
σˆ2(τ−t) ja keskihajonnalla σˆ√τ − t. Tässä
mallissa käytetään determinististä volatiliteettikäyrää, joten keskimääräiseksi volatilitee-
tiksi forwardin hinnalle ajanjaksolla t− τ saadaan
σˆ(t, T, τ) =
σ2(τ)
∫ T
t
e−2βydy
T − t(4.39)
=
σ2(τ)
2β(T − t)
(
e−2βt − e−2βT ) ,
missä β > 0 on vakio.
Volatiliteettiparametriksi β olivat Audet ym. artikkelissa [2, s. 9-11] arvioineet vuon-
na 1999 β = 2, 31 keskihajonnalla 0, 25, vuonna 2000 β = 6, 06 keskihajonnalla 0, 32 ja
vuonna 2001 β = 3, 67 keskihajonnalla 0, 19. Näiden parametrien avulla laskettiin kes-
kiarvoksi β = 4, 02, jota myös laskussa käytetään. Volatiliteetti varioi vuoden aikana ja
myös vuosittain. Yleensä forward- ja futuurisopimusten volatiliteetti pohjoisilla sähkö-
markkinoilla on kesällä korkealla ja talvella matalalla johtuen vesivarannoista. Kesällä va-
rannot ovat yleensä vähissä ja siitä syystä pienet muutokset kysynnässä voivat aiheuttaa
muutoksia sähkön tuotantotavassa, mikä heijastuu sähkön tuotannon rajakustannuksiin.
Toisaalta talvella käytetään yleensä paljon lauhdevettä vesivoiman tuotannossa ja tästä
syystä muutokset kysynnässä eivät aiheuta suuria muutoksia sähkön tuotannon rajakus-
tannuksiin. Sitä kautta myös talviajan volatiliteetti on yleensä alhaisempi.
Tässä esimerkissä voidaan valita riskittömäksi koroksi esimerkiksi 0, 05 ottamatta kan-
taa, onko valittu riskitön korko tänä päivänä tarkasteltuna liian korkea. Kun kaikki käy-
tettävät parametrit ovat määritetyt, niin käyttämällä kaavaa 4.21 voitaisiin nyt laskea
hinta futuurin osto-optiolle.
Käytännössä futuurien dynamiikkaa mallinnetaan käyttäen äärellistä määrää forward-
käyrän pisteitä. Hyötynä tässä lähestymistavassa on, että on helpompi analysoida yksit-
täisiä pisteitä kuin koko käyrää. Toisaalta menetetään pisteiden välillä oleva informaatio.
[14, 2]
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Luku 5
Pohdinta
Yleisesti sähkömarkkinat mallinnetaan epätäydellisinä ja suurimpana erona muiden hyö-
dykkeiden markkinoille on kyvyttömyys varastoida sähköä. Tässä työssä keskityin optioi-
den hinnoitteluun Pohjoisella sähkömarkkinalla. NASDAQ OMX Commodities-markki-
napaikalla optioiden alla olevana kohde-etuutena ovat futuurit. Tässä tapauksessa voitiin
tehdä markkinoiden täydellisyysoletus optioiden hinnoittelussa, koska futuureja voidaan
olettaa olevan saatavissa kaikille ajanhetkille. Sähköoptioiden hinnoittelussa päädyttiin
käyttämään yleisesti Blackin-Scholesin-Mertonin mallia.
Tämä työ pohjasi analyyttisten menetelmien käyttöön arvopapereiden hinnoittelussa
Pohjoisella sähkömarkkinalla. Vaihtoehtoisesti olisin voinut valita lähestymistavaksi nu-
meeristen menetelmien käytön. Numeeristen menetelmien ja yleisesti hinnoitteluperiaat-
teiden käyttöön lukija voi tutustua esimerkiksi Valeria Volpen loppuvuodesta 2009 hy-
väksytyssä väitöskirjassa "The Electricity price modelling and derivatives pricing in the
Nord Pool market"[25].
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